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概要
dg 圏とは，Hom 集合が加群の複体の構造を持っているような圏のことをいう．dg 圏には擬
同値と呼ばれる同値概念があり，すべての dg圏は擬同値のもとで区別するべきとされる（dg圏
のホモトピー論）．本講演では，dg圏のホモトピー論に対して 2圏論・形式圏論の観点からアプ
ローチを行う．形式圏論の理論においては，圏における極限の概念を形式的に定義できる．これ
を dg圏のホモトピー論に適用することで，dg圏のプレ三角性が一種の完備性として捉えられる
ことを紹介する．

1 導入
dg圏とは，Hom集合が加群の複体の構造を持っているような圏である．dg圏 Aがプレ三角と呼

ばれる性質を持つとき，その H0-圏 H0(A)が自然に三角圏の構造を持つ．このため dg圏は，多元
環の表現論をはじめ，三角圏を扱う代数幾何学や数理物理などの分野において重要な研究対象となっ
ている．
dg圏には通常の圏同値に加えて，圏同値を弱めた擬同値と呼ばれる同値概念が存在する．dg圏を

擬同値のもとで識別する理論を「dg圏のホモトピー論」と呼ぶ．この dg圏のホモトピー論に立て
ば，dg圏のなす圏 dgCatの代わりに dgCatを擬同値によって局所化した圏 HodgCat を考えるのが
自然である．この圏 HodgCatを「dg圏のなすホモトピー圏」と呼び，HodgCatの射を dg圏の擬関
手という．
本小論では，dg圏のホモトピー論に対して 2圏論・形式圏論の観点からアプローチを行う．
dg圏のなすホモトピー圏 HodgCatは対象と射だけを持つ通常の 1圏として構成されるため，2圏

の構造を備えてはいない．一方で Toën [Toë07] による次の結果が知られている：擬関手の集合と右
擬表現可能な dg両加群の同型類の集合の間に全単射

HomHodgCat(A,B) ∼= Iso(D(Aop ⊗L B)rqr)

が存在する．この結果から，D(Aop ⊗L B)rqr を Hom圏とする 2圏*1DBimodrqr は HodgCatの自然
な精密化となるような 2圏だと思うことができる．これは dg両加群の導来圏D(Aop ⊗L B)を Hom

圏とする 2圏 DBimodの部分 2圏である．
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*1 正確には双圏 (bicategory)になる．



本小論では，二つの 2圏 DBimodrqr,DBimodの 2圏的な性質（随伴や同値の特徴づけ）を調べた
後，埋め込み DBimodrqr ↪→ DBimodが形式圏論における副射装備と呼ばれる構造になっていること
を確認する．形式圏論とは，2圏論の一分野で，圏論それ自体を形式化しようとする試みのことを指
し，副射装備は形式圏論を展開するための枠組みの一つである．副射装備の構造があると，通常の圏
論におけるような極限の概念を抽象的な方法で定義することができる．この極限の形式的な定義を副
射装備 DBimodrqr ↪→ DBimodに適用することで，dg圏におけるホモトピー極限の概念を導入でき
る．その具体例として，プレ三角な dg圏における錐やシフトが得られることを確認し，プレ三角性
がある種の完備性として捉えられることを紹介する．
本小論は [Ima24]に基づく．

2 dg圏のホモトピー論と 2圏的構造
簡単のため，基礎体 k上で考える．k上の加群の複体のなす圏を Ch(k)とすると，複体のテンソル

積 ⊗k と Hom複体 Hom• の構成により Ch(k)は対称モノイダル閉圏になる．（k上の）dg圏とは，
モノイダル圏 Ch(k)上の豊穣圏のことを指す．

定義 2.1. dg圏 Aとは，

• 対象の集まり ob(A)

• 各対象 A,B ∈ Aに対して Hom複体 A(A,B) ∈ Ch(k)が与えられている
• 各対象 A,B,C ∈ A に対して複体の射 ◦ : A(B,C) ⊗k A(A,B) → A(A,C) が与えられてい
る（合成射と呼ぶ）

• 各 A ∈ Aに対して複体の射 idA : k → A(A,A)が与えられている（恒等射と呼ぶ）

からなるデータであって，結合律と単位律をみたすもののことである（詳しくは [Kel82]を見よ）．

例えば，k-加群の複体は Hom複体 Hom•(X,Y )を Hom対象とすることで dg圏 Cdg(k)をなす．
また dg代数は対象をただ一つだけ持つ dg圏とみなせ，dg代数上の dg加群もまだ dg圏をなす．
dg圏Aに対して，Z0(A)(A,B) = Z0(A(A,B))をHom集合とする圏を Z0(A)，H0(A)(A,B) =

H0(A(A,B)) を Hom 集合とする圏を H0(A) と表す．Z0(A) を Z0-圏あるいは台圏，H0(A) を
H0-圏あるいはホモトピー圏と呼ぶ．
通常の圏論と同じように，dg圏の間の dg関手やその間の dg自然変換が定義できる．dg代数の導
来圏の一般化として，dg圏の導来圏も定義できる．

定義 2.2. Aを dg小圏とする．

(1) （右）dg A-加群 M とは，dg 関手 M : Aop → Cdg(k) のことである．dg 加群の間の
射とは，dg 関手の間の dg 自然変換のことである．dg 加群の dg 圏を Cdg(A) で表し，
C(A) = Z0(Cdg(A))とおく．

(2) dg A-加群の射 θ : M → N が擬同型であるとは，各 A ∈ Aについて複体の射 θA : M(A) →
N(A)が擬同型であるときをいう．



命題 2.3. dg小圏 A上の dg加群の圏 C(A)の擬同型に関する局所化 D(A)が存在する．これを A
の導来圏と呼ぶ．さらに導来圏 D(A)は三角圏の構造を持つ．

dg米田埋め込み y : A → Cdg(A)から関手 H0(A) → D(A)が誘導され，これは充満忠実になる．

定義 2.4. dg 圏 A がプレ三角であるとは，埋め込み H0(A) ↪→ D(A) のもとで H0(A) が三角圏
D(A)におけるシフトと錐を取る操作で閉じるときをいう．

dg圏 Aがプレ三角のとき，H0(A)は D(A)の部分三角圏になる．
dg 圏と dg 関手と dg 自然変換のなす 2 圏 dgCat における同値射として dg 圏の圏同値が定まる
が，dg圏には複体のホモトピー論を考慮した擬同値と呼ばれる同値概念が存在する．

定義 2.5. dg関手 F : A → B について，

(1) F が擬充満忠実であるとは，すべての A,A′ ∈ A に対して複体の射 FAA′ : A(A,A′) →
B(FA,FA′)が擬同型であるときをいう．

(2) F が擬本質的全射であるとは，ホモトピー圏の間に誘導される射 H0(F ) : H0(A) → H0(B)
が本質的全射であるときをいう．

(3) F が擬同値であるとは，擬充満忠実かつ擬本質的全射であるときをいう．

明らかに dg 圏同値ならば擬同値であり，F が擬同値ならば誘導される関手 H0(F ) は圏同値に
なる．特にプレ三角な dg圏の間の擬同値 F が存在すれば，三角圏同値 H0(A) ' H0(B)が誘導さ
れる．
このことから擬同値な dg 圏は同じものだとみなすべきである．擬同値に関する dg 圏のホモト

ピー論を展開するために，モデル圏構造が存在すると便利である．

定理 2.6 (dgCat上の Tabuadaモデル圏構造 [Tab05]). 小さい dg圏のなす圏 dgCatには，擬同値
を弱同値とするようなモデル圏構造が存在する．特に dgCat の擬同値による局所化が存在する．こ
の局所化を HodgCatで表し，dg圏のなすホモトピー圏と呼ぶ．

局所化 HodgCatは，擬同値な射が同型になるような圏の中で最も普遍的なものである．
dg圏のなすホモトピー圏 HodgCatの射は，dg両加群を用いた記述が知られている．これを紹介

するために，いくつか準備をする．

定義 2.7. A,B を dg小圏とする．dg (A,B)-両加群 X とは，dg (B ⊗Aop)-加群，すなわち dg関
手 X : Bop ⊗A → Cdg(k)のことである．これを X : A −7−→ B と書くことにする．dg両加群の dg圏
を C(A,B) = C(B ⊗Aop)で表し，C(A,B) = Z0(Cdg(A,B))とおく．

dg (k,B)-両加群がちょうど右 dg B-加群と同じものである．
dg 両加群は環上の両側加群の dg 類似である．環上の加群と同様に，dg 両加群はテンソル-Hom

随伴を誘導する．すなわち，dg両加群 X : A −7−→ B に対して，dg加群圏の間の dg随伴

TX : Cdg(A) Cdg(B)⊥ : HX

が得られる．ここで TX = − ⊗A X である．この随伴の導来関手を取ることで，導来圏の間の導来



随伴
LTX : D(A) D(B)⊥ : RHX

も得られる．

定義 2.8. A,B を dg小圏とする．

(1) dg加群M ∈ C(A)が擬表現可能であるとは，導来圏D(A)において表現可能関手と同型とな
るときをいう．擬表現可能な dg加群のなす充満部分圏を A ⊆ D(A)と表す．

(2) dg両加群X : A −7−→ Bが右擬表現可能であるとは，任意のA ∈ Aについて dg加群X(−, A) ∈
C(B) が擬表現可能となるときをいう．右擬表現可能な dg 両加群のなす充満部分圏を
D(A,B)rqr ⊆ D(A,B)と書く．

例えば，dg関手 F : A → Bに付随して得られる dg両加群 F∗ = B(−, F (−)) : A −7−→ Bは，右擬表
現可能である．
dg両加群 X : A −7−→ B が右擬表現可能であることは，導来テンソル関手 LTX : D(A) → D(B)が
擬表現可能 dg加群を保つことと同値である．このとき LTX は関手 LTX |A : A → B を誘導する．

命題 2.9 (Toën [Toë07]). dg圏A,Bに対して，HodgCatの射の集合と右擬表現可能な dg両加群の
同型類の集合の間に全単射

HomHodgCat(A,B) ∼= Iso(D(Aop ⊗L B)rqr)

が存在する．ここで Isoは圏の対象の同型類の集合を表す．

以降，右擬表現可能な両加群も擬関手と呼ぶことにする．この Toënの結果から，D(Aop ⊗L B)rqr

を Hom圏に持つ 2圏は dg圏のなすホモトピー圏 HodgCat の上にあるような 2圏構造となること
が示唆される．そこで次のような圏を導入する．

定義 2.10. 次のデータは，2圏*2DBimodを定める．

• DBimodの対象は，dg小圏とする*3．
• DBimodの Hom圏は，dg両加群の導来圏 D(A,B)とする．
• DBimodの合成は，dg両加群の導来テンソル積 �L

B : D(B, C)×D(A,B) → D(A, C)とする．
• DBimodの恒等射は，Hom関手A(−,−) : Aop ⊗A → Cdg(k)を dg両加群 IA : A −7−→ Aとみ
なしたものとする．

右擬表現可能な dg両加群のなす DBimodの部分 2圏を DBimodrqr で表す．

圏なす 2 圏 Cat と同じように一般の 2 圏においても同値や随伴を定義することができ，DBimod

や DBimodrqr における同値・随伴は何か，と問うことが意味を成す．この問いについては，4節で議

*2 正確には弱 2圏または双圏 (bicategory)と呼ばれる，結合律や単位律が up to iso. で成り立つような 2圏になる．本
稿ではこれらもまとめて単に 2圏と呼ぶことにする．

*3 基礎環 kが一般の可換環の場合，DBimodの対象は locally h-projectiveな dg圏に限定する必要がある．本稿では k
を体としており，この場合すべての dg圏が locally h-projectiveになる．



論を行う．

3 形式圏論と副射装備
2圏とは，圏と関手と自然変換のなす 2圏 Catのように，対象と射に加えて射の間の射（2射）の

概念を備えた圏のことである．抽象的な 2圏においても，同値や随伴の概念が定義可能である．

定義 3.1. Kを 2圏とする．

(1) Kにおける同値とは，射 f : A → Bと u : B → Aの組であって，u◦f ∼= idAかつ f ◦u ∼= idB

となるものをいう．
(2) Kにおける随伴とは，射 f : A → B，u : B → Aと 2-セル η : idA ⇒ u ◦ f，ε : f ◦ u ⇒ idB

の四つ組であって，三角等式
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をみたすものをいう．このとき f を左随伴，uを右随伴，η を単位，εを余単位と呼ぶ．

さて，環上の加群に関する議論がアーベル圏での抽象ホモロジー代数として形式化されたように，
圏の理論を形式化することはできないだろうか．例えば，加群のなす圏が持つ性質を抽象化すること
でアーベル圏が導入されたのと同じように，圏のなす 2 圏が備えている性質や構造を抽出すること
で，圏論を形式的に展開する枠組みを定義できないだろうか．このような，通常の圏論での諸理論を
2圏論的に抽象化しようとする試みを形式圏論と呼ぶ．
より具体的に言えば，圏のなす 2圏 Catにおいて成り立つ定理を syntheticな視点から捉え直し，
そうした定理を一般の 2圏 K において公理的に展開しようとする分野が形式圏論である．圏の名を
冠する概念には通常の圏に加えて，豊穣圏や内部圏，無限圏などさまざまなものが存在しているが，
多くの場合，そのそれぞれが通常の圏と同じように 2圏をなし，本質的に同じ定理が証明できる．そ
うした現象を統一的に扱おうとすることが形式圏論の目的である．
副射装備は，形式圏論を行うための枠組みの一つでWood [Woo82, Woo85] により導入された．

副射装備の実体は 2圏の間の埋め込み K ↪→ Mであり，Mという補助的な 2圏を用いることで 2圏
Kにおける “圏論”を形式的に展開することを可能にする．典型例は，圏のなす 2圏 Catからプロ関
手のなす 2圏への埋め込み関手 (−)∗ : Cat ↪→ Prof である．副射装備の構造を用いると，通常の圏論
におけるような極限の概念が対象K ∈ K上に抽象的な方法で定義できる．もちろん Catに付随する
副射装備 (−)∗ : Cat ↪→ Prof において極限を考えれば，圏 C ∈ Catでの極限の定義が復元される．
副射装備の定義を述べよう．

定義 3.2 ([Woo82, Woo85]). 2圏の間の 2関手*4(−)∗ : K → Mが副射装備であるとは，三条件

(1) (−)∗ は対象上全単射である
(2) (−)∗ は局所充満忠実である



(3) 任意の Kの射 f に対して，f∗ はMにおいて右随伴 f∗ を持つ

をみたすときをいう．

Mの射 X が Kの射 f を用いて X ∼= f∗ となるとき，X は f によって representable であるとい
う．副射装備 (−)∗ は対象上全単射であるから，以降 KとMの対象を同一視して ob(K) = ob(M)

であるとする．

例 3.3. 小圏 A,B に対して，プロ関手 X : A −7−→ B とは関手 X : Bop ×A → Setのことを指す．プ
ロ関手 X : A −7−→ B，Y : B −7−→ C に対して，その “合成” Y �X : A −7−→ C をコエンド

(Y �X)(c, a) =

∫ b∈B
Y (c, b)×X(b, a)

によって定義する．この合成によって，小圏とその間のプロ関手は 2 圏 Prof をなす．Hom 関手
HomA(−,−) : Aop ×A → Setをプロ関手 IA : A −7−→ Aとみなしたものが Prof における Aの恒等射
となる．
関手 F : A → B に対してプロ関手 F∗ : A −7−→ B を

F∗ = B(−, F (−)) : Bop ×A → Set

によって定める．このとき F∗ は Prof において F ∗ = B(F (−),−) : B −7−→ Aを右随伴に持つことがわ
かる．したがって 2関手

(−)∗ : Cat → Prof, F 7→ F∗

は副射装備である．

例 3.4. より一般に V をコスモス*5とするとき，V-豊穣小圏の間の豊穣プロ関手 X : A −7−→ B を，V-
関手X : Bop ⊗A → V によって定義する．このとき V = Setのときと同様に，V-プロ関手は 2圏を
なし，2関手

(−)∗ : V-Cat → V-Prof, F 7→ B(−, F (−))

は副射装備になる．

副射装備の構造を用いると，極限の概念を 2圏論的に定義することができる．

定義 3.5 ([Woo82, §2]). (−)∗ : K → M を副射装備とする．K の射 f : J → A と M の射
W : J → M に対して，f の W -重み付き極限とは，K の射 limW f = {W, f} : M → A とM
における右 Kan拡張

M

J A

{W,f}∗

πW

f∗

の組のことをいう．f のW -重み付き極限が存在すれば，{W, f}∗ = RanW f∗ である．言い換えれば
極限 {W, f}が存在するのは，右 Kan拡張 RanW f∗ が存在してこれが representableなときである．

*4 ここでは弱 2関手または pseudo-functorのこともまとめて 2関手と呼ぶことにする．
*5 完備かつ余完備な対称モノイダル閉圏のことをコスモスという．複体の圏 Ch(k)はコスモスの例である．



例 3.6. 例 3.4のように豊穣圏のなす副射装備 (−)∗ : V-Cat → V-Prof を考える．M = I を単位 V-
豊穣圏とする．V-関手 F : J → Aと V-プロ関手W : J −7−→ I に対して，V-Prof における右 Kan拡
張 RanW F∗ : I −7−→ Aは

RanW F∗(A, ∗) = Fun(J ,V)(W (∗,−),A(A,F−))

で与えられる．このことから定義 3.5の意味での F のW -重み付き極限とは，ちょうど [Kel82, §3.1]

の意味で余前層W : J ∼= Iop ⊗ J → V を重みとする F の極限に等しい．

4 主結果
dg 圏のホモトピー圏 HodgCat は 1 圏であり 2 射の構造を持っていないが，dg 両加群を用いて

HodgCat の上部にあるような 2 圏 DBimodrqr を構成することができる．これは 2 圏 DBimod の部
分 2圏である．こうした 2圏においても，Catと同様，同値や随伴を定義することができる．それら
は dg圏の間のホモトピー論を考慮した同値・随伴の概念を捉えていると考えられる．先行研究とし
て，2圏 DBimodにおける随伴について次の結果が示されていた．

命題 4.1 (Genovese [Gen17]). 右擬表現可能な dg両加群は DBimodにおいて右随伴を持つ．

この結果を一般化し，2圏 DBimodや DBimodrqr における同値・随伴について以下のような特徴
づけを明らかにした．

定理 4.2 (I.). dg両加群 X : A −7−→ B に対し，次は同値：

(1) X は 2圏 DBimodにおいて右随伴を持つ．
(2) 導来 Homにより誘導される関手 RHX : D(B) → D(A)は余積を保つ．
(3) X は右コンパクト，すなわち任意の A ∈ AについてX(−, A) ∈ D(B)はコンパクト対象であ
る*6．

擬表現可能な dg加群はコンパクトだから，この定理からも確かに右擬表現可能な dg両加群は右
随伴を持つことがわかる．

定理 4.3 (I.). dg両加群X : A −7−→ Bが 2圏 DBimodにおいて同値射であることは，導来テンソル積
により誘導される関手 LTX : D(A) → D(B)が圏同値になることと同値である．

定理 4.4 (I.). 擬関手 X : A −7−→ B が 2圏 DBimodrqr において同値射であることは，誘導される二つ
の関手 LTX : D(A) → D(B)，LTX |A : A → B の両方が圏同値になることと同値である．

この特徴づけから特に次がわかる．

系 4.5 (I.). dg関手 F : A → Bが擬同値であることは，付随する dg両加群 F∗ = B(−, F (−)) : A −7−→
B が 2圏 DBimodrqr において同値射になることと同値である．

*6 ここで余積を持つ三角圏 T の対象 C がコンパクトであるとは，関手 HomT (C,−) : T → Ab が余積を保つときをい
う．



2圏 DBimodrqr における随伴は，擬同値の随伴と呼ばれる．DBimodrqr は DBimodの局所充満な
部分 2圏であることから，擬関手 f が右随伴を持つことは，DBimodにおける右随伴 f⋆ が擬関手と
なることと同値である．
豊穣関手としての dg関手の随伴や H0-圏の間の随伴との関係について，以下のことも証明した．

命題 4.6 (I.). dg 関手の随伴 F a G : A → B に対して，付随する擬関手の随伴 F∗ a G∗ が成り
立つ．

命題 4.7 (I.). 擬関手の随伴 f a u : A → Bがあるとき，通常の随伴 f a u : A → Bが得られる．圏
同値 H0(A) ' Aが成り立つことから，H0(A)と H0(B)の間の随伴も誘導される．

Genovese の結果（命題 4.1）もしくは定理 4.2 より，擬関手は DBimod において右随伴を持つ．
よって包含関手 DBimodrqr ↪→ DBimodを (−)⋆ で表すとき，

(1) (−)⋆ は対象上全単射である
(2) (−)⋆ is locally fully faithful.

(3) 擬関手 f : A → B に対し f⋆ は DBimodにおいて右随伴 f⋆ を持つ

が成り立つ．すなわちこれは包含関手 (−)⋆ : DBimodrqr ↪→ DBimodが副射装備であることを意味す
る．したがって 3節で紹介したような副射装備の理論が適用できる．
副射装備 (−)⋆ : DBimodrqr ↪→ DBimodに対し副射装備における（余）極限の定義を適用したもの

を，dg圏におけるホモトピー（余）極限と呼ぶ．例えば，終対象の対応物を考えると次のように翻
訳される．

定義 4.8 (h-terminal object). dg圏 Aに対し，J = ∅を空な dg圏，f : ∅ → Aを一意的な dg関
手 ∅ → Aに付随する擬関手，W : ∅ −7−→ kを 0加群とする．このとき f のW -重み付き極限を，Aで
の h-終対象と呼ぶ．

命題 4.9 (I.). dg圏 Aが h-終対象を持つことは，H0(A)が終対象（零対象）を持つことと同値で
ある．

dg圏における豊穣極限としての終対象の存在は台圏 Z0(A)における終対象の存在と同値であるか
ら，h-終対象は dg圏のホモトピー論的側面を反映した終対象の概念を捉えられている．
シフトや余錐の対応物は以下のようになる．ここで複体 S(k), D(k)を

S(k) : · · · → 0 → 0 → k → 0 → · · · with S(k)0 = k

D(k) : · · · → 0 → k id−→ k → 0 → · · · with D(k)−1 = D(k)0 = k

とし自然な単射を ι : S(k) → D(k)とする．

定義 4.10 (h-shift). dg圏 Aに対し，J = kを単位 dg圏，f : k → Aを対象 A : k → Aに付随す
る擬関手，W : k −7−→ k を複体 Sn(k) := S(k)[−n] を選択する dg 関手 kop ⊗ k ∼= k → Cdg(k) とす
る．このとき f のW -重み付き極限を Aのホモトピー n-シフトと呼ぶ．



命題 4.11 (I.). dg圏Aがすべてのホモトピーシフト（h-シフト）を持つことは，埋め込みH0(A) ↪→
D(A)のもと H0(A)が D(A)のシフトで閉じることと同値である．

定義 4.12 (h-cocone). dg 圏 A に対し，J = 2 を順序集合 {0 < 1} で生成される自由 dg 圏，
f : 2 → Aを Aの射 a : A → B を選択する dg関手 2 → Aに付随する擬関手，W : 2 −7−→ kを複体の
射 ι : S(k) ↪→ D(k)を選択する dg関手 kop ⊗ 2 ∼= 2 → Cdg(k)とする．このとき f のW -重み付き
極限を aの h-余錐と呼ぶ．

命題 4.13 (I.). dg圏 Aがすべての h-余錐を持つことは，埋め込みH0(A) ↪→ D(A)のもとH0(A)

が D(A)の余錐で閉じることと同値である．

これらの特徴づけから，dg圏のプレ三角性が特定のホモトピー極限を持つこととして特徴づけら
れることがわかる：

系 4.14 (I.). dg圏 Aがプレ三角であることは，Aがすべての h-シフトと h-余錐を持つことと同値
である．
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